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Vraagstuklien

door

R

1]

Dr €.G. Lekkerkerker, Dr VW, Peremans en J. Verhoeff

e tekent 1lim

X ~» o0

m is 1im (3-x) = - oo,

X —>08
= 1im %:o
K ~» OO :

Jimietteorema v

P4

Z .31 is bewezen

1im g{x) =oc
- 3

= nu: Is lim

= a

. lim
X => 00

{x) = +oo, lim (%) = -

X —-»00

2

X~ X

X = og, lim ~/-}2~=O

ar de samengestelde functle toe; waarom mag

as

(%) >0 in een omzeving
= 1lim = ! = O,
¥ = g o\%

dat hierbij 2

Zzowel eln

diz 2ls oneindig mag zijn en dat

vorwaarde (1) niet weggelaten mayg worden,

= lim {V§'~

X =300

2 lt te meggen over het o

S

VEd} -

il

(x] »ols

a.

edrag van

oy O 7

s door differentiren naar p dat

)
xF

sie van p i (%

Pl @ 28 dat

*indige, van nul
vl die limiet,
3 . 1
Js: 1lim \//5 =
n —~» o0
n
v (2721 2 e

>0, p>»0

3/ %+1)

verschillende limiet heeft vVoOor X ~& oo €n

1, lim W7 = 1, 1imW

n ~>oe

2, lim
Ne509

).

N~ DO

(102" =1, 2,

i

log(x+1) _

) e
[}Jl voor vaste x een monotoon suijgende

1 (k >0),

log X

1.



5, Bewijs: 1im 1oz Xx = oo, lim log(x+1) - log x} = 0
X —>oa X = 00

en laat zlen dat de lrmatste limret uit 4 hieruit volgt,

Bewljs algemener: is lim {(x)= oo, lim {f(x+1)-f(x)} = 0, dan
X 08 Koo
. 1 T x4
is  lim = 1) 1.
(=
X ~300
: 2 - ¢

L, (1og )P (pr0), VE, WX, <P (0<p<1)

aan deze voorwaarde voldoen.

Laat zien dat (log x)

6, Voor welite o heeft

x *(log(x+1) - log x)
VOoOor X - oo cen eindige, van nul verschillende limiet? Bepaal

die limiet.

7. Hoe luiden de bveide rewvels van 1'HOpital?
O

e V1 X

Bepaal 1lim oib voor 0o ¢ 1 en voor & = 1,

X ~> 00 X
. gin X ! loz x Sin X-X
Bepaal lim i—?—w-ﬁ lim ==, Iim 3 s
S 4

¥ =0 X

1

im i.(i._ ~?1-) lim lim X 3in 2 .
X VX 3in ®w’/° X ’ X
x 0 X > ¥ -0

8. Bewijs: is {'(x)2c>»0 (xsa), dan 1g 1lim 7{x) = oo,

9. Bepaal .-

n/ n ri— ri/ Yo, - ;

im \v/;'_a % PP St X+a = ¥oED K +, .. +0D K+
lim { e, Too L 4RFA 71 n-1

. n
PN
(n een vast natuurlijlk getal; aq,ag,...,bp constanten),
x' e | A
lim — (n en m natuurligke zetaollen),
X—>1 X -1
10. Bepaal
—L 4 0 VX h - X 1w '} ( /I 1 )
. Lt """“-T-"'""""—" E] ALoddit '1"(" “_"—"‘T - "‘2’ »
-~ 18 ; i .
h =0 h~>0 °  {x+h) X
22
11, 213 (x,y) een punt op de hyperbool s - ig = 1 en D(x) de afstand
- - I
o 12

toft de dichtstbijzijnde asymptoot,
Bepaol  lam x D(x).

X3 0z “ b
(1+ =)

12. Bewijs: lim < = =
X => oo e e




14,

15.

16,

7.

LN
0

191

20,

27,

VR 3

De ril & _48.,9045... 18 gegen d 0= g =\/2+a_. Bewiljs

rij @, q:805 is gegeven door 2N 0, wn+1 2+1n Bewijs,
dat deze rij convergeert en bepaasl de limiet. Onderzoek ook het
geval dat het gegeven QO=O vervangen wordt door a,= 2 (% regel
>-2).

De rij a 2 a P i Teres { a = 0= a =] 2 .
J Agsfas05s. ., 18 Zegeven door g O, g 1, R ﬂn+1+ "

e} P N P .o .
Verder zi] U= 3 . Bewijs dat de rij] UgysUgstns e convergeert
en bepnal de 1im§§g.

De rij D007 420000 ig gegeven door agxg, = v1—an. Bewiljs,

dat deze rij convergeert en bepaal de limiet. Onderzoek ook het
geval, dat het gepgeven n
0&>g1),

O:g vervangen wordt door a,= A (A regel,

£1s n een complex getnl #0 en & een refel getal is, dan is de
verzameling der complexe getallen z, die voldoen aan
87 + 0z +™®,=0

een rechte lijn in het complexe vlak, Bewijs dit,
Als a een complex getal en K een re€el getal is, dan is de ver-
zameling der complexe getallen z, die voldoen aan

27 4+ 07 + 22 + o= 0
cen cirkel of een punt of de lege verzameling in het complexe
viak, Bewljs dit en stel een voorwaarde op, waaraan & c¢n & moeten
voldoen, opdnt het een cirkel 1s,

Toon aan dat iedere rechte lign (resp. cirkel) in de gedaante

van opreve 16 (resp, 17) kon worden geschreven,

=29 1
Berelen - .
’ g:;;} IGEED)

A
i

o T ,\ 1
Onderzoel de convoerzentie van e 2: E:
mdery i nverzentie von Tozn? %7 nTog n’

2
8! n nlog n
1
- . -1)n
HBereken 1lim sup LF?%“” .
Yy —-—> 0 !

o0 4
Bewijs de convergentie van 3 log (1+ —g).

=0 0N
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- -
A 4%

ewljs: (3) = G:j) + GPJ) vitgaande van het feit dat

B
n N . . ) . .
Kk het aantal manieren is wasro, men uit n dingesen een

k-—tal kan kiezen,

n+p
24, Bewijs: i (1{> = (n-»—p+’1) © 130

C
¥ k & n+1
25. Bewijs: Z:: (=10 (n) _ ] . %:% 1 (H) _e -

n 3 (o 2
26. Bewijs: X,::k = 2:3 .

=1 k=1
WVenzos
27, Bereken: T2 =1 1 & 8 -9 11
30 1 -6 35 =7 8
-2 ¢ 5 2 4 6 5 6
17 3 1 O 5 7 -4 6

20, Bewijs zonler de determinent te ontwiklelen en zonder de
factoren rechts uit te schirijven dat

0 x vy
x 0 =z ¥y
y z 0 x|~ —(xt+y+z) (~x+y+2) (-y+z) (x+y-2) ;
z vy x O
29, Bewilis:
X p g 1
a x s t
'a b x u 1 {= (x-a)(x-bh)(x-c)(x-ad)
a b ¢ x 1
a b ¢ d 1
3¢, Loz z on ult:
9]
x“ ax x 1
b2 ap b 1,
02 be x 1
® ad @ 1
31, Onderzoek, of de navolgende puntendrietallen collinealr zijn:

a.(3,1), (11,7) (-1,-2); b. (0,0), (=3,4) en (6,-8);
c.(2,1), (31,15) en 14,7).

@
!
—

32, Op de zijden van #4ABC (of hare verlengden) neemt men de

punten D, i en I zolanig aan, dat %%.%%.%%z -1. Bewijs dat

de punten D, 4 en I collinesir ziin,(Stelling van Memelaos).



33.

34,

35.

36.

37.

38.

39.

40.

L4,

Lo,

L3,
L,

VR5

Differenticer

. P
ﬁ%ﬁg, %%{g s iﬁj@lﬁ s X log x, 2 log sin % - X ctg % .
{x+b)
De vergelijking x3—3x + ¢ = 0 heeft voor geen enkele waarde van ¢
een wortel tussen 0 en 1, De vergelijking xn+px+q=o heeft ten
hoogste 3 re&le wortels,

7iJ f£(x) differentieerbaar op een segment (a,b) en zij f'(a) £'(b)
<0. Bewiljs dat er een punt ? is met a < $<b, f'(i) = 0,

Zij £(x) differentiecerbaar op een segment (a,b) en zlj £'(x)> 0
behalve in een eindig aantal punten. Bewijs dat f(x) monotoon
stijgend is.
Bewiljs:e

- log{1-x) <x + 3X

-X
1-x<ce  «1-x + 3x° voor x>0,

voor O« X <1,

Y-X T cel qzuv<
sty -ty xg % (0gxsd, 08y£7),
cosx * cos y e 2

IZX £ arc tg v arc tg xé——y—% (x>0, vy>0).

1+y 1+x

Zij £(x) differenticerbaar in Xgoe Z1J X < Xy en Xp> X, Bewijs dat
£{x,)-1(x

X2-X,I

)

tot f*(xo) nadert als X, X , Xy-sX, (wat betekent

Differenticer

S
VR \/%%1-1 3/ 7
PR ¢ 108 o e%/ (log sin’x)",

X+ +1
X =X m -
are tg E“:Eig , X (1’10) , sin{cos x7).
e te -%°
Bereken

1 + 2x + 3x2 o, HD xn“ﬂ,

gin X + 2 sin 2Xx + 3 8in 3X +...+ n sin nx,
>

. - M...C.'. .
Bewlijs x» sin X 7Tx voor 04“4%' .
Bepaal het maximum van x" e"x, x" e'Xlog x (x>0).
zijn £{x) en g(x) beilde n maal differentieerbaar, dan geldt

dn n \) - n_sll

S r) e(x) = 3 () 1M ()
dx =0 u 4)

g 5. (4) y (

(formule van Leibniz). Bepaal (x'e”) , (x7 sin x) .
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b5, Bls a en b positieve redle getallen zijn, geldt Yabgi(a+b).
Verder is Vab = 3(a+b) dan en slechts dan als a=b,

L6. Laat a en b re&le getallen zijn met 0<a<b, De rijen 818980500
en b_,0,,b,,... zijn gedefinieerd door a =2, b =b, a  ,= Vanbn,.

bn+1=%(an+bn)' Bewijs de volgende beweringen:

o]

1 an<bn voor alle n,

2% pe rij 8385000 is monotoon stijgend, de ri]j bo’bq"" is
monotoon dalend,

30 lim a_ en 1lim 1_ bestaan en er geldta< lim a_= 1lim Db_< Db,
N—>ca Nn—=o o n —»o03 7 —»®
Opmerking, De limiet in 3~ heet het reken-meetkundige gemid-

delde van a en b,

sin nx
O

O
47, Laat O een redel getal zijn met 0 <Jd<n ., Bewijs dat E:: =

uniform convergeert voor S x¢ w9, n=1

48, Bewijs, dat in een groep de orde van 2~

gelijk is aan de orde
van a, Bewljs, dat in een groep van even orde het aantal elemen-
ten met even orde oneven is,

1. =1

b
mutatoren. De ondergroep C van G, die door de commutatoren wordt

49, In een groep G noemt men elementen van de gedaante a” ab com=-
voortgebracht, heet de commutetorgroep van G, Bewijs, dat € een
normale ondergroep van G is, en dat de factorgroep G/C commuta-
tief 1s. Bewijs, dat als N een normale ondergroep van ¢ 1is met
commutatieve factorgroep, C een ondergroep van N is,

50. Bepaal de commutatorgroep van de symmetrische groep 0%, .

3
51. Bewljs, dat in de alternerende groep (f, de permutaties (4),{42}

(34%), (13)(24),(14)(23) een normale ondergroep vormen,
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52, Bereken de determinant:

abe p 5 & a b ¢ {3 X &
cabyaof c 8 b oy oo f
b ca« b ¢ a o

4= oy a‘; g door hem }'colom l?i;j kolom | -p __z{ _ % -a _ﬁ; —dc
¥ « p cab te vermenigvuldigen met-A= "K ‘“'*@ —¢ -a —b
M(35 bca —0 ~f3 -5 -b -c -a

53, Bewijs bijv., met volledige inductie:

n k 2
h™=3h+1 1
v ho=3ht

~1 =n+=—=
=1 h=1 N n!

54,Van een driehoek zijn twee hoekpunten A en B vast en C is variatel
op een rechte 1, Bewijs dat het hoogtepunt op cen vaste kegelsnede
ligt en bepaal deze,
Wat kunt U van de soort van deze snee zeggen, speciaal voor byzon-
dere standen van 1,
Het snijpunt van de hoogltelijn door A en de zwaartelijn door B zal
als C op 1 varieert een krommef“doorlopen. Bepaal deze en kies daar-
na zo mogelijk 1 dusdanig datf"een gelijkzijdige hyperbool is,

55.Bepaal de vergelijking, het middelpunt en de straal van de cirkel
(de cirkels): a, die door de snijpunten A en B van de cirkel C.1 en
de rechte 1 gaat en door het punt (-3,3); b, die door de snijpunten
C en D van de cirkels C; en C, gaan en de X-as rakenj ¢. die door
C en D gaan en de rechte 1 raken; d, die de rechte 1 in (3,2) raken
en een straal 5 hebben; e, die door C. en D gaat en welks middelpunt
op Tx+4y=5 ligt; £. die C; in het punt (~2,~2) raakt en de cirkel
x2+y2+24x+4y~112=0 L snijat; g, die ¢, in (~2,~2) raakt en de cir-
kel x2+y2=28 halveert; h, die C,in (-2,-2) raken en door de cirkel
x2+y2+10y~168=0 gehalveerd worden,
Cqe xi+y§~4x+6y-4:0;
Cos X"+y ~2xX+2y=~2=03
1 3x=~4y=1

56,De raaklijn en de normaal in een ver§n9erlijk punt P van de ellips
b2 2 2.2 2,2 2.2 2 2=kt £ 5 -
x“+ay“=a“b“ (hyperbool b x"~a ¥ ) snijden de hoofdas respectieve
lijk in Q en in R en de nevenas in S en in T,
Bewijs: a. dat OQxOR constant is; b. dat OSxOT constant isj
c, dat PRIPT constant is; 4. dat PRxPT gelijk is aan het product
der voerstralen van P; e,dat de omgeschreven cirkel van 8 PST door

de brandpunten gaat.



57.

59.

(&)
&

&1,

3

o
L
&

o4,

Vey 0

21} gegeven een riJ getzllen s,,8,
SatSob...ds
Bewljs dat lim — - 1,

I e o0 0

2L s %“QV”R een
£
1im 251 oy, pan

PP PR L MR Z1}

Z21i] §Aq,ﬁ2;...,ﬁq,...§ een prij positieve getallen die monotoon
L
toenemen tot oneindig. Laten EPPLPPRRRYL NP pegle getallen

w
. An+q-a 172 )
zijn en zij 1lim 22170 L9 Dan is ook lim KL =1, Bewljs dat
n— 2 fneqT%y n=>es T

de beide vorige vrazsgstukken hier bljzondere gevallen van zlijn,

213 weer sﬁq,ﬁg,...,ér,...l een rig positieve getallen die mo-

notoon toenemen tot oneindly en laat BnpeensB peus een wil-
O 1’ J F -’

lekeurige rij re&le getallen z 5‘. Bewlgs dat

a CRpR
1im ...Q < lim n+1 on '
n—x n n-—«® “n+1”

Generaliseer nu de opgaven 57 en 58,

Zij {aq,ag,...,an,...} een begrensde rij van refle getallen, Zij
V de verzameling der verdichtingspunten van deze rij. Bewljs dat
V niet-leeg en sfgesloten is en dat het grootste getal ult V ge-
geven wordt door « = 1lim a_,

Bewljs met behulp van opgave 60dat

.
n. 1 N+ Vo e K+
lim \./ il lim \/ n =1, >—-_71 ’f’i\ \F‘}T n * (k> -1),
N -3 o ’} - 10 V= '
D.oa
Z_ 5 ~lozn.
Vo=
Bepaal door middel van reeksontwikkelingen
lim = (arc tz Z
X % -3 g
x—0 | Sin(1-XT)~ ——s
. apc cos (1-x A 14X
lim 3 3 s
x—0 b (1-x)
are sin -y
1im réc sin : _ % N Q ),
x-20 X~ e -

. X
lim 12 log I

Koo

Lin T JEEEESI0 R L f q0g(exf) + 7 log (Lt A R }‘
x—1 L \1-x© T-sin 7x/2 ~ 2V T=X)
Bewijs dat de riy getallen 2 =1+3+.__+i - log b convergeert (con-
stante van Euler) door de reé&somtm kkeling van log{1+x) te ge-
bruiken., Is deze bewering scherper of zwakker dan de laatste be-
wering in opg.62?



65. Bewljs dat 1lim (ﬁgT + néﬁ toaat %ﬁ) = log 2, met behulp van het

n-—» oo

n
: - ay depe j' dx R
vorige vraagstuk, of door een tussensom van ra te beschouwen,
1«-
7 P w3
Vs . i . n
66, Bewijs dat 1lin J ;‘,X dx = 0, 1lim ’/ (sin }() dx=0,
k->oo { 8 n-soe 0
67, Bewiljs dat f/;~w~mw«w
, n/ a0 \
lim \ Jf 9 (x)dx = max  £(x)
n ,._,.,i‘m k 3;””&.0

(£(x) continu en positief op (a,b); 2 en b eindig),
8

€8. Bepaal de eerste en tweede partid
f(x,y) bepaald door

Gz na of ze in (0,0).

69, BRewijs dat ! = : 1 5 =] - % - - lgg - f(g) ,
(n+1)log" (n+1)  n log'n : n
waarin f{n) een begrensde functie is (py Q),

Leid hierult een convergenticcriterium voor receksen af,



